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Abstract: The saturation spectroscopy experiments have been widely used for various applications that require highly

accurate laser frequencies, such as resonance scattering lidars. In this presentation, we provide a complete derivation for

theoretical calculations of a simple model in Na saturation spectroscopy experiments. The calculated results will be shown

and briefly discussed for experiments to be performed in the near future.
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1 はじめに
飽和分光実験は, 原子の励起・緩和過程とそれに付随する飽和を特殊なレーザー照射条件 (同強度のレーザーを両方向から同軸上

に照射という条件) でフル活用し, 原子の共鳴散乱光の周波数特性において, 共鳴線の温度によるドップラー幅（GHz オーダー）よ
りも, 微細な構造 (MHz オーダー) を生じさせることで, 高精度な絶対周波数基準を得る手法であり, レーザー周波数に関して高い
絶対精度が求められる共鳴散乱ライダーなどで用いられている. Na D2 線 (589 nm) を用いる Na 共鳴散乱ライダーに関しては,

飽和分光実験でも Na 原子が直接利用可能である. Na 飽和分光実験については, 1990 年代に理論計算と実験の両面から研究が進め
られ 1,2), ライダーシステムへの実装や温度・風速観測においても既に実績が挙げられている 3,4). 一方で, 理論計算を取扱う際に必
要となる飽和分光実験のモデル化, その計算式の導出などについては自明な形式で記述されている文献を見つけるのは難しい. 本研
究では, 先行研究 2) に沿いながら不足部分は想像で補い, 飽和分光実験のモデル化, 及びその計算式の導出を改めて行い, 自明な形
式で理論計算方法の再構築を試みた.

2 理論
Na D2 線の Hyperfine structure は, 少々複雑である為, 少し簡略化した 3-level system について考える (Fig. 1 参照). この

3-level system でセル内の状況をモデル化し (Fig. 2 参照), レーザー照射領域の各レベルの Na 密度について連続の式を得る.

0 = − (W13 + Γ)N1 + (W31 +A31)N3 + ΓN01 (1)

0 = − (W23 + Γ)N2 + (W32 +A32)N3 + ΓN02 (2)

0 = W23N2 +W13N1 − (A31 +W31 +A32 +W32 + Γ)N3 (3)

但し, 定常状態であることを仮定し, 連続の式の左辺は 0 としている. Eqs. 1–3 において, N1, N2, N3 を未知数とし, N3 について
解くと以下の式が得られる.

N3 =

(
W23ΓN02

(W23+Γ)

)
+

(
W13ΓN01

(W13+Γ)

)
(A31 +W31 +A32 +W32 + Γ)−

(
W23(W32+A32)

(W23+Γ)

)
−
(

W13(W31+A31)
(W13+Γ)

) (4)



Fig. 1 3-level system の概要. Na D2 線の Hyperfine

structure は, 基底レベルが 2 レベルと励起レベルが 4

レベルの 6-level system であるが, 単純化の為に基底レ
ベルは level-1, level-2 の 2 レベル, 励起レベルは level-

3 の 1 レベルで 3-level system とする. degeneracy

は, level-1 は g1=3, level-2 は g2=5 であり, level-3 は
Hyperfine structure の 4 レベル分の合計で g3=16 と
おくことにする. A は spontaneous transition (i.e., ア
インシュタイン A 係数), W は stimulated transition,

添字は transition 前後の各レベルを示している. ∆E は
level-1, level-2 のエネルギー差であり, 温度平衡時のボ
ルツマン分布を得るときに必要なパラメータである.

Fig. 2 Na セル内のモデル化の概要. Na セル内に左右
から同軸で同強度のレーザーを照射する. レーザービー
ムラインの外側では温度平衡であるとし, level-1, level-

2 の基底レベルのみにボルツマン分布で Na が存在する
とする. この時の level-1 の Na 密度を N01, level-2 の
Na 密度を N02 とする. レーザービームラインの内側
(レーザー照射領域) では, level-3 に励起される Na と
ビームライン内外の移流も含めて定常状態にあるとする.

この時の level-1 の Na 密度を N1, level-2 の Na 密度
を N2, level-3 の Na 密度を N3, 移流に関するパラメー
タ (時定数) を Γ とする.

その他のパラメータは既知, あるいは仮定するなどして全て与えていく. そうする事で, N3 を求めることができる. (割愛している
が, 同様に N1, N2 も求めることができる.) 最終的に, N3 から飽和分光実験で得られる Na 散乱光強度 F を計算する (Eq. 5).

F(νL, IL) = C

∫
(A31 +A32)N3(vNa, νL, IL)dvNa = C

∫
A0N3(vNa, νL, IL)dvNa (5)

N3 は, Na 速度 vNa の関数であるが, 実験では Na 散乱光は速度の区別なく総和として計測されるので速度方向に積分する. 結果
として, F は, レーザー強度 IL, レーザー周波数 νL の関数として書き表せる. 定数 C は, 装置感度等による効果を示すために用い
ているが, 相対値のみの議論であれば, 特に気にする必要はない. 以上が理論計算の全体の流れである.

ここから Eq. 4 の計算に必要なパラメータ (N1, N2, N3 以外のパラメータ) の与え方について記述していく. まず, レーザー照
射領域外の Na は, 温度平衡 (ボルツマン分布) で level-1, level-2 に分布していると考えることで N01, N02 を与えることができ
る. その際, 速度分布の扱いも必要になるので, 速度分布はマクスウェル分布で与えることにすると, 以下の式を得る.

N01 = N0g1/ [g1 + g2 exp (−∆E12/ (kBT ))] exp

(
−mNav

2
Na

2kBT

)
(6)

N02 = N0g2 exp (−∆E12/ (kBT )) / [g1 + g2 exp (−∆E12/ (kBT ))] exp

(
−mNav

2
Na

2kBT

)
(7)

N0 は, セル内の基準密度のようなもので定数となるが, N01, N02 は N0 に比例することがわかる. 従って, N3 も N0 に比例し
(Eq. 4), 結果として, F も N0 に比例する (Eq. 5) ことになるので, 先の C と同様に相対値の議論であれば, N0 の値は影響しな
いことを示しているようにみえる. 理論計算では, 温度 T は実験環境にあわせて適当に設定すれば良いので, 任意のパラメータとな
る. ∆E12 は level-1, level-2 のエネルギー差であり, 文献値 5) として既知である. A は, アインシュタイン A 係数なので, これら
も文献値 5) として既知とすれば良い (1/A0 = τ = 16.2492× 10−9 s).

A31 =
g1

g1 + g2
A0 (8)

A32 =
g2

g1 + g2
A0 (9)

W は, stimulated transition なので, 左右のレーザービームによるものを各々 +/− で表現して, 以下のように与えることにする.

W13(vNa, νL) = W13+(vNa, νL) +W13−(vNa, νL) (10)



W31(vNa, νL) = W31+(vNa, νL) +W31−(vNa, νL) (11)

W13+(vNa, νL) = B13(ν31)ρ+(ν31, vNa, νL) (12)

W13−(vNa, νL) = B13(ν31)ρ−(ν31, vNa, νL) (13)

W31+(vNa, νL) = B31(ν31)ρ+(ν31, vNa, νL) (14)

W31−(vNa, νL) = B31(ν31)ρ−(ν31, vNa, νL) (15)

B は, アインシュタイン B 係数なので, アインシュタイン A 係数との関係性より求められる.

B13(ν31) =
g3
g1

B31(ν31) =

(
c3

8πhν331

)
g3
g1

A31 (16)

エネルギー密度 ρ を与える際には, 左右のレーザービームによる +/− のところをドップラーシフトの部分の Na 速度 (vNa) の右
向き速度と左向き速度ところにあわせて, 速度の正負で表現することで以下のように書き直せる.

ρ+(ν31, vNa, νL) =
IL
c
g+(ν31, vNa, νL) =

IL
c

∆νNa

π
[(
νL

(
1− vNa

c

)
− ν31

)2
+ (∆νNa)

2
] (17)

ρ−(ν31, vNa, νL) =
IL
c
g−(ν31, vNa, νL) =

IL
c

∆νNa

π
[(
νL

(
1 + vNa

c

)
− ν31

)2
+ (∆νNa)

2
] (18)

IL はレーザー強度, νL はレーザー周波数, ν31 は level-3, level-1 の周波数差 (共鳴周波数) である. 共鳴周波数は, 文献値 5) とし
て既知とすれば良い. ∆νNa は Na の natural linewidth であるが, ここでの定義は HWHM である (Eq. 19).

∆νNa =
1

4πτ0
(19)

Eqs. 17–18 では, レーザー周波数の周波数幅による効果は含めていない為, 今回の理論では完全に単色のレーザーにおける計算と
なってしまっており, この点は今後の課題であるが, ∆νNa が ∼5 MHz なので, それよりも十分に線幅が狭いレーザーを使用する想
定であれば大きな問題ではないであろう. W の他の transition についても同様に与えることができる (記載は割愛する). 残りの設
定パラメータとしては, 移流の時定数 Γ, レーザー強度 IL である. これらのパラメータは任意に与えるしかない. 先に述べた温度 T

と合わせて 3 つのパラメータを任意で与えることになる. 実際の実験では温度とレーザー強度に関しては測定すれば良い. 移流の時
定数については, 測定が難しい為, 正確な値を与え難いが, それ故に調整パラメータとして用いるという使い方もされている 2).

3 結果と展望
T = 325 K, IL = 2.0 µm, Γ = 2.5×10−5 s−1 の条件で, 3-level model で計算した飽和分光実験の Na 散乱光強度の周波数

特性の結果を Fig. 3 に示す. Na 散乱光強度はピーク値で規格化している. 温度によるドップラー幅（GHz オーダー）に加えて,

−650 MHz 付近, +200 MHz 付近, +1050 MHz 付近に微細な構造 (MHz オーダー) が生じている. これらは lamb dip, crossover

peak と呼ばれる飽和分光実験特有の微細な構造であり, 想定通りの計算結果が得られている. 同じ理論をベースにして Hyperfine

structure model も構築した (記載は割愛する). 同じ条件で Hyperfine structure model で計算した Na 散乱光強度の周波数特性
の結果を Fig. 4 に示す. 3-level model と同様に lamb dip, crossover peak がみられるが, その構造はより複雑な形状をしている.

これらの lamb dip, crossover peak の複雑な構造の理解は今度の課題である. また, 実験との比較, 更には Na 以外の原子への展開
も視野に入れながら, 飽和分光実験の理論計算の方法に関して更なる改良を進めていくことを考えている.
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Fig. 3 (a) 3-level model で計算した Na 散乱光強度の周波数特性. (b) 同じ結果の −650 MHz 付近の拡大図.

(b) 同じ結果の +200 MHz 付近の拡大図. (b) 同じ結果の +1050 MHz 付近の拡大図.

Fig. 4 (a) Hyperfine structure model で計算した Na 散乱光強度の周波数特性. (b) 同じ結果の −650 MHz 付
近の拡大図. (b) 同じ結果の +200 MHz 付近の拡大図. (b) 同じ結果の +1050 MHz 付近の拡大図.


